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SUL QUADRANGOLO 


DELLE 


INTERSEZIONI ORTOGONALI 


DI UNA CONICA A CENTRO COLLE NORMALI 


CONDOTTE A QUESTA CURVA DA UN PUNTO QUALUNQUE 


DEL SUO PIANO 


4. Dette a, b due costanti, una conica С dotata di 
centro, riferita ai suoi assi di figura come assi delle т. 
e delle y, è rappresentata dall’equazione 


axr+by=41 . 


Le ascisse dei punti, in cui la detta curva è tagliata or- 
togonalmente dalle normali ad essa condotte dal punto О 
del suo piano avente per coordinate Ж ей F, sono le 
radici dell'equazione 


ala — В)>а* +2 abla — Б) Ха? + [ab ХУ (a —– 0)" 
—90(0—0) Ха b X 0 ..... (4). 

L’ordinata у di uno qualunque di questi punti è legata 

coll’ascissa x del medesimo dalla relazione 
ax(Y-y-by(X-2)=0  ..... (2). 


Siano g', e", а", x le radici dell'equazione (1); у, y", 
y",y i valori di y, ad esse rispettivamente corrispon- 
denti, tratti dalla (2), e dicasi X il quadrangolo dei 
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quattro punti suaccennati. Un lato qualunque /, di que- 
slo quadrangolo, quello, ad esempio, che ne congiunge 
i vertici aventi per coordinate т, y'; æ”, y”, taglia l’asse 
delle тіп un punto P, e l’asse delle y in un punto 0,, 
tali che il primo di essi ha per ascissa 


1 bX 2 


il secondo ha per ordinata 


| ч. жы I, 
пар? 5 2 


1 


Similmente il lato /, di К che è opposto ad /,, ossia la 
congiungente i punti, le cui coordinate sono т", y"; 
г“, у“, incontra gli assi delle г e delle y rispettivamente 


nei punti P,, Q,, il primo di ascissa 


т «de ЖУ 

ие › 
il secondo di ordinata 

_a-d ДӨ, 

ер 

Sara perciò 
ПЕЕ а г! а“ — | 
b X a 

ed analogamente poe (3) 


2. Queste due ultime equazioni avendo luogo qualunque 
sia la coppia di lati opposti Г, / Че! quadrangolo К, 





5 
che si è considerata, provano che l'involuzione dei sei 
punti determinati dalle tre coppie di lati opposti di К 
sopra qualunque dei due assi della conica ha per punto 
centrale il centro di questa curva: anzi provano dippiù 
che il segmento determinato sopra un asse traverso della 
detta conica da una qualunque delle tre coppie di lati 
opposti del quadrangolo К è veduto sotto angolo retto da 
ciascuno dei due punti, in cui l’altro asse della conica è 
tagliato dalla circonferenza descritta sopra l’accennato asse 
traverso come diametro. 

8. Le stesse equazioni (3) dimostrano ancora che, detti 
р e gi punti dell'asse delle г e dell'asse delle y che sono 
reciproci rispettivamente di P, e di Q,, i punti P, e Q, 
sono i punti simmetrici di p e di g rispetto al centro 
della conica С. Quindi, dato il lato 1, del quadrangolo Ж, 
facilmente si costruisce il lato l, opposto ad /, dello 
stesso quadrangolo. E, date due normali alla conica 6, 
facilmente perciò dal punto di loro concorso si conducono 
due altre normali alla stessa conica. 
Suppongasi che /, sia tangente alla С nel punto М, 
il lato 1, sarà la congiungente i piedi delle perpendicolari 
abbassate sugli assi della curva dall’ estremità opposta 
ad M del diametro di detta curva che passa per questo 
punto M, epperciò 1, веса sicuramente la С in due punti 
reali М”, M": le normali alla C in due qualunque де! 
ме punti М, M', M" si tagliano nel centro del circolo 
osculatore in М alla conica; si ha così un mezzo assai 
semplice di costrurre questo circolo. 
A. Muovendosi comunque il punto O nel piano della 
curva, il quadrangolo A si deforma, ma le coppie dei 
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punti P, e P,, intersezioni dell'asse delle 2 colle differenti 
posizioni prese dalla coppia di lati opposti 1,, l, di quel 
quadrangolo, apparterranno sempre ad una stessa involu- 
zione, della quale il centro della conica è il punto cen- 
trale: е Ја stessa relazione ha luogo fra le differenti 
coppie di punti Q, e О,. Le punteggiate perciò formale 
dai punti P, e 0, sono proiettive, la prima a quella dei 
punti Р,, la seconda a quella dei punti Q,; ed in cia- 
scuna delle due coppie di punteggiate proiettive fra loro, 
di cui si parla, il centro della conica considerato come 
elemento di una delle punteggiate corrisponde al punto 
all'infinito dell’altra. 
5. Esaminiamo il caso in cui il movimento del punto 0, 
e la conseguente deformazione del quadrangolo К si fanno 
in modo che il lato /, di questo, colle differenti sue 
posizioni, segni sugli assi della С due punleggiate pro- 
iettive fra loro, ossia che la punteggiata dei punti Р, 
sia proiettiva a quella dei punti О, . Allora anche le serie 
dei punti P, e 0, saranno punteggiate proiettive fra loro. 
Epperciò se la /, si muova in modo di essere costante- 
mente tangente ad una сопіса £,, la quale tocchi gli 
assi della С, la l, rimarrà, in generale, costantemente 
tangente ad un’altra conica Е, toccante essa pure gli 
assi della С. 
Ritenuti i significati dati ad @,, 2,, у,, у„, а,б nel 
n° 1, i coefficienti angolari di /, ed 1, sono rispettiva- 


= е t,=—: si avrà dunque l'equazione 


1 ^2 


mente {,= — 


AI ч. 
t, ii -- b ..... (4), 
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dalla quale risulta che se 2, |,” sono due posizioni di 
l parallele ad un sistema di diametri coniugati della С, 
le posizioni 1, /, di l, ad esse corrispondenti sono pa- 
rallele ad un altro sistema di diametri coniugati della 
stessa С. Ed ancora che, зе à, e à, sono due posizioni 
fra loro corrispondenti di 1, ed /,, alla posizione di l, 
che è parallela a 2,, corrisponde una posizione di l, pa- 
rallela a А,: da quest osservazione si trae il modo, quando 
sia data la £,, di segnare quanti angoli si vogliano, a- 
venti tutti un’ ampiezza da о e circoscritti alla Е,: poi- 
chè tracciate due posizioni И, 1,” dil, le quali facciano 
fra loro angolo æ, e trovate le posizioni 1,, 1,7 di l, а 
quelle corrispondenti, se si conducono due tangenti L,', 
І," alla Е, rispettivamente parallele ad /,', l,”, a queste 
posizioni di Z corrispondono due posizioni L,', Ly" di 
1, rispettivamente parallele ad l, L”, epperciò facenti 
fra di loro angolo 0. Si potrà perciò, data la Е,, tro- 
vare facilmente il centro della Е,, poichè esso coincide 
col centro della circonferenza luogo dei vertici degli an- 
goli retti circoscritti ad essa Æ, . 

6. Dalla relazione (4) si ricava ancora che a due po- 
sizioni di /, parallele fra loro corrispondono due posizioni 
di l, pure parallele fra loro, e che, se 1, può assumere 
qualunque valore da —со a +00, anche Г, passa рег 
tutti gli stati di grandezza: quindi, se Æ, è un’elisse od 
шу ірегһоіе, anche Е, è un’elisse od un'iperbole rispetti- 
vamente. 

Quando poi la E, fosse una parabola, una delle po- 
sizioni di Z, è la retta all'infinito, epperciò una delle po- 
sizioni della | passa pel centro della С, cosicchè una 
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coppia di punti corrispondenti delle punteggiate proiettive 
formate dai punti P, e Q, coincidono fra loro. Queste 
punleggiate perciò sono sezioni di uno stesso fascio di 
raggi, il cui centro è l'intersezione di due posizioni qua- 
lunque della /,. E siccome l’asse delle г e l’asse delle y 
toccanti la £,, il primo di essi nel punto di ascissa 
cognita æ,, il secondo nel punto di ordinata cognita у,, 
sono due posizioni di /, alle quali rispettivamente corri- 


spondono per /, una parallela all’asse delle y, i cui punti 





1 
hanno per ascissa comune ET: ed una parallela 


I 


all'asse delle т, ogni punto della quale ha per ordinata 
у = — de, il centro G del fascio di raggi suddetto è — 


il punto avente 2, ed y, per coordinate, ed a questo 
punto si riduce la conica Е,. 

7. E viceversa se il lato 1, del quadrangolo Ж rotasse 
attorno un punto fisso qualunque G (non giacente sopra 
uno degli assi della С) le punteggiate formate dai punti 
Р, e Q, sarebbero proiettive fra loro, ed il punto di 
loro intersezione considerato nell’una di esse avrebbe se 
stesso рег suo corrispondente nell'altra: epperciò nelle 
punteggiate pure proiettive formate dai punti P, e 0, al 
punto all'infinito dell'una corrisponderebbe il punto all'in- 
finito dell'altra, ossia queste punteggiate sarebbero simili, 
е la Г, deseriverebbe per tangenti una parabola toccante 
gli assi della С. 

Se il polo fisso (т attorno cui rota 1, fosse all'in- 
finito, ossia se l, si muovesse parallelamente a se stesso, 
le serie dei punti Р, е Q, sarebbero due punteggiate 
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simili, epperciò sarebbero pure punteggiate simili e prospet- 
tive fra loro -le serie dei punti P, e Q,, ossia anche Г, 
si muoverebbe parallelamente a se stesso, il che, come 
già si è detto, risulta anche dall’equazione (4). 

8. Sia ancora il caso parlicolare in cui il punto fisso 
attorno cui rota il lato /, di K è un punto P, di un 
asse di figura della С, quello p. es. che giace sull’ asse 
delle æ; il lato 1, roterà allora attorno un altro punto P, 
dello stesso asse della conica С, е fra le ascisse 7, ed 7, 
dei punti P, e P, sussisterà la relazione 


1 
БЕРСЕ АБ. È 


e poichè le posizioni corrispondenti di l, ed l, secano 
l’altro asse di C in punti di coordinate y, ed y, soddi- 


sfacenti all equazione 
1 
О Ж ) 


2, cosicchè 
il punto diagonale di К, che è intersezione della coppia 
di suoi lati opposti Г, 1,, descrivera una сопіса D, la 
quale passa pei punti P, e Р,, ed è toccata in ciascuno 
di questi punti da una parallela all'asse delle у. La co- 
nica D ha perciò un centro, ed i punti Р, P, sono le 
due estremità di un suo asse trasverso. Essa conica è una 
iperbole od un’ elisse secondochè la С è un elisse ой 
un’iperbole, poichè dalla relazione (4) si scorge che Г, 
prenderà, o no, due posizioni parallele alle posizioni cor- 
rispondenti di l,, secondochè а e b saranno dello stesso 
o di contrario segno. Nel caso particolare in cui С fosse 


il fascio degli l, è ргоешто a quello degli / 
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un’iperbole equilatera , la conica D è un circolo: impe- 
rocchè allora l'equazione (4) riducesi alla seguente 


tti, =-1, 


I 


la quale dimostra che /, ё in ogni sua posizione normale 
alla posizione corrispondente di /, , ossia che l'intersezione 
di due posizioni corrispondenti qualunque di /, ed 1, giace 
sulla circonferenza descritta sopra P, P, come diametro, 
la quale circonferenza perciò sarà la conica D. 

9. Nel caso considerato nel n° precedente anche il 
punto O comune alle normali alla conica С nei quattro 
punti di essa, che sono vertici del quadrangolo К, de- 
scrive una conica F: ritenute le denominazioni prece- 
denti, facilmente si trova che questa conica è rappre- 
sentata dall equazione : 


ab (аш, --Ауа, Fablas? —1 Ye, Х 
+b(a—b)(ax"—1)}X-(a—b)(ax?—1)*x,=0...(5). 


Tale conica è della stessa natura della С, ed ha un suo 
asse disposto secondo l’asse delle 2, ossia secondo la con- 
giungente i poli Р,, P, attorno cui rotano i lati /,, 1, di К. 

Quando la С sia un’elisse, ed i punti Р,, P, giac- 
ciano sull'asse dei fuochi di questa curva, e sia l’ascissa 
ж, ER поро all'una od all'altra delle. quantità 


10у ке ViVa la conica F si 
a V6+y ү%-Уа 

riduce ad un perte di raggio uguale alla distanza dal 
centro al fuoco della С, il cui centro ha рег ascissa 





42/554 
ai Vb—a. Avviene lo stesso se l’ascissa di P, abbia 


11 
un valore uguale е di segno contrario all’uno od all’altro dei 
due succitati, con questa sola differenza che il centro del 


circolo luogo dei punti O ha allora per ascissa я үа 


Nel caso іп cui la сопіса С sia un’iperbole il cui 
asse non trasverso giaccia secondo l’asse delle г, e sia 


1 

A+ ад l'equazione (5) del luogo dei punti O si 
—@ 

può ridurre alla seguente 


Ata 


0--а 

уа ’ 

epperciò se una retta gira altorno una delle estremità 
dell'asse non trasverso di un'iperbole, il luogo dei punti 
di intersezione delle normali a questa curva nelle coppie 
di punti, in cui essa è tagliata da ciascuna delle suc- 
cessive posizioni della retta mobile, è una retta parallela 
all'asse trasverso dell’iperbole, la quale è posta rispetto a 
quest asse dalla stessa parte da cui si trova il polo di 
rotazione della retta mobile, e dista da quest’asse di una 
terza proporzionale dopo il semiasse non trasverso e la 
distanza dal centro al fuoco dell’iperbole. E viceversa, il 
quadrangolo delle intersezioni ortogonali di un’iperbole colle 
quattro normali ad essa condotte da un punto qualunque, 
il quale disti dall'asse trasverso della curva di una quantità 
uguale alla terza proporzionale suddelta, ha per un suo 
punto diagonale l'estremità dell'asse non trasverso dell’iper- 
bole, che è posta, rispetto all'asse trasverso, della stessa 
parte che il punto da cui partono le dette quattro normali. 








